POTENCIAL
HOMOGENNEJ GULE




Zjednodusenie Newtonovho zakona

m, hmotnost pritahujuceho telesa so suradnicami  ¢.7.¢
m, hmotnost pritahovaneho telesa so suradnicami  x,y,z

Pre zjednodusenie vypoctov hmotnost hmotného bodu m,=1
a hmotnost pritahujuceho telesa m;=m

Potom F predstavuje gravitacnu silu vyvolanu telesom s
hmotnostou m, ktore pritahuje hmotny bod s jednotkovou
hmotnostou

m,m m
2 = F=-G—

r? r°

F=-G
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Zlozky gravitacnej sily

GTx—iszxzé
r r r

F.=Fcosa =

F, :Fcos,B:(izn y;” =Gm yr—377

F,=Fcosy=

(£.1m.2)
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Zlozky odstredivej sily

Odstrediva sila p6sobi na hmotny bod a udeluje mu
odstredive zrychlenie rovnajuce sa zmene obvodove]
rychlosti dv v Case dt

P:mﬂ:mf r!
dt E”)
P
P =Pcosf=mr'ow’cosp , \—\
P, =Psin g=mr'w’sin B 5 .
Jéj
P, =0

x
z
P
v



Gravitacny potencial systemu telies

DiZka sprievodi¢a hmotného bodu:

r=(x=¢f +(y-n) +(2-¢)

Gravitacny potencial jedného pritahujuceho telesa

v=cg2
r

Gravitacny potencial systemu pritahujucich telies m;, m,, m;

r=¢licReic5 . —GZ—

" Fs I3



Hmotnostny element pritahujuceho telesa

Objem hmotnostného elementu dm s rozmermi d&xdnxdd

dr=dédnde
Hustota hmotnostneho elementu
_dm
P dr
Newtonov integral gravitacného potencialu
V=G 'd—m =G j Par
V=G j dédnde
o : +(y-n)+(z-¢)
V :G.[ .[ 2 'O 2 2 dT
D Ax=&P +(y-nf +(z-¢)




Gradienty potencialu
Zlozky gravitacnej sily su gradienty potencialu:

F=(F,.F,F,)=gradV

x1 ' y1l oz

_N p
oSl

Fy—%/—G 112 dzandc - em 1) e

oV

Yo,
F, = az_Gazm dédnd¢ = Gm S de‘



Poissonova a Laplaceova rovnica

Pre potencial vo vnutri homogeénnej gule plati Poissonova

rovnica AV =—47Gp
Priestor mimo homogénnej gule sa povazuje za ,prazdny
priestor” s nulovou hustotou a potencialom

AV =0
kde 82 82 82
A=—+—+—
ox- oy° oz
je Laplaceov operator a
2 2 2
AV = oV oV oV _ 0

+—
ox*  oy* or°

je Laplaceova rovnica, ktorej riesenim su harmonicke funkcie



Sfericke harmonicke suradnice

X =rSsIin$cosA
y=rsingsin A p

Z = COS& r

’ J
Vyjadrenie elementu kvadratu dlzky A y
ds® = dx® + dy* + dz* |
z diferencialnych vztahov / !
OX OX OX

dx=—dr+ —d%+ —dA
or 09 OA

dy:@dr+ﬂd9+ﬂdl
or 09 oA

dz=ar+ %49+ %4,
P APy



KrivocCiara ortogonalna sustava

Vypocitany element
ds* =dr’ +r°d% +r*sin® 91’

Dany element v krivoCiare] ortogonalnej sustave

ds® =h’dx; +hZdx: +hidx;




Laplaceova rovnica a Lameého koeficienty

y__ L [o(hhav) o (hhov) a/(hh v
h1h2 h3 le hl aXl 8)(2 h2 aXZ a)(3 h3 aX3

Porovnanim vyssie uvedenych vzorcov dostaneme hodnoty
Lameho koeficientov

h =1 X, =T
h,=r X, =9
hy =rsin g X, = A



Laplaceova rovnica v sféerickych
harmonickych suradniciach

252v+2 oV az\/+cowav+azv 1 azv_o

AV =r > > >
or? or o089 09 09 sin®9 oA

Diferencialna rovnica je rieSena metdédou separacie
premennych

V(r,%,1)=f(r)Y(4,A1)

2 2
1(rzf”+2rf’)+i 6Y2+cot198Y+ 12 8\; =
f Y {09 0% sin“ 9 oA

2 2
l(rzf”+2rf’):—i 8t+cot98Y+ 12 8\2(
f Y09 04 sin° 9 oA



Riesenie prvej diferencialnej rovnice

%(r2 £7+2rf')=n(n+1)

2 2
—%[2; +cotl9?l;+ _ 129 Z}; j =n(n+1)
sin

1

n+1

RieSenie f(r)=r" £.(r) = ()

Dve homogénne harmonické funkcie vo vnutri a mimo homogénnej

ule
J AV, =r"Y (9, 4) AV, = Al (‘i’li)

]
Ak su diferencialne rovnice linearne s niekofkymi korenimi, potom ich
rieSenie spociva v rozvoji Laplaceiovej funkcie do radu sférickych
funkcii. Pre gravitaény potencial potom plati:

V=Y, V=Y A

n-0 I




L
Riesenia Laplaceove] povrchove]

harmonlckej funkcie

aY 1 &%
g +n(n+1)Y =0
&9 sin% 9 o4 ( )Y

Separacia premennych

Y, (9, 4) = g(IHh(1)

g"+cotd g’ + h"+n(n+1)gh=0

sin® g

Prava aj [ava strana rovnice su funkciou jednej premennej, preto jej
rieSenim je konstanta

sin g h”
—

; singg” +cosd g’ +sindn(n+1)g)=—

Slgg(ﬂnvgg”_l_cosg g +s|n8n(n +1)g)

2



Riesenim lavej strany diferencialnej rovnice

h”
—T=m2 h"+m*h=0

su interné a externé funkcie
h (1) =cosmA

h,(4) =sinmA

Prava strana diferencialnej rovnice

2
sing g” +cos9 g’+(sin19 n(n+1)- mgjg —0
sin

je Legendreova diferencialna funkcia

g (‘9) = an (COS I9)



Legendreova funkcia
_ 1 42 m/2 o RN 2 4\
an (t) B 27l (1 t ) gt (t 1)

Ak m=0 dostaneme Legendreove polynomy

R t)= 2”1 ! St: -y

Zavedenim legendreovych polynomov dostaneme
zdruzenu Legendreovu funkciu
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Legendreov polynom pre n=0 az n=3

P )= 9 (t2-1f =1

2°0! dt”
P(t)_ﬁa( ~1f = —t t
0= gl A - =3 ]
. | S R e
- %%(St“ —6t% +1)= %(ZOt?’ —12t)= gt?’ —gt



Legendreova funkcia
Poo (1) = o (1) =1 Po() =R, (t) =t

3., 1
20() 2() 2 2

ORI i O e e

ot

(3
le(t):(l_ ) d P(t) —=+1-—

j = /112 gzt = 3ty/1-t2

oy 2
Pzz(t):(l_tz)d dl?z(t)=(l—t2) 2dt2 2 =(1—t )%%2'[ 3(1 t)



Zakladna rovnica Laplaceove] povrchovej
funkcie

Pretoze suU rovnice linearne
Y, (8,4) =P, (cosd)cosmAi

Y. (% 4)=P, (cosF)sinmi

hocijaka linearna kombinacia riesenia je tiez riesenim
funkcie

Y, (% 4) = (2P (COsFcosmA +b,, P, (cosJ)sinmA)
m=0

nm an

kde a ., b _su koeficienty

nm? ~nm
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RieSenie Laplaceovej rovnice

Riesenim Laplaceovej rovnice je interna

Vi(r.8,4)=> r"> (a,,P,(cos9)cosma +b,, P, (cosF)sinmA)
n=0

m=0

a externa funkcia vyjadrujuca potencial homogénnej gule

1

V. (r,3,4)=> —> (a,,P,n (cOsF) cosmA + b, P, (cosF)sinmA)

n=0 r m=0

nm- nm



