GRAVITACNY
A TIAZOVY POTENCIAL
ELIPSOIDU

Normalny tiazovy poten



Harmonické elipsoidické suradnice

u — vedlajsia polos hladinového elipsoidu
9 - polarna vzdialenost i
)\ - geocentricka dizka

E — linearna excentricita

E’=a’-u’° = a=+Uu’+E?
X=+/U°+E*singcosA
y=+u’+E*singsinA

Z =UC0S¢




Riesenie Laplaceovej rovnice
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Vyjadrenie elementu kvadratu dizky
ds® = dx® +dy* + dz°

z diferencialnych vztahov
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Diferencie pravouhlych suradnic

dx = 2 sin 9cosAdu++u’ + E? cosdcosAd3—+u’ + E? sin $sin AdA

24U’ + E?

dy = 2 singsin Adu ++u® + E* cosdsin Ad3++u® + E* singcosAdA

2\ u® + E?

dz =cos4du—usingdg

Kvadrat elementarneho obluka
_u’+E*cos’ 9
u?+E?

odpoveda obluku v krivoCiarej ortogonalnej sustave

ds?

du? +(u2 +E?cos’ 9)d92 +(u2 + Ez)sin2 A

ds? = h2dx? + h2dx2 +h2dx?



Lamého koeficienty
a Laplaceova rovnica

h2:u2+E200329 X, = U
' u®+E?*
h =u®+E°cos” 9 X, =d
hs :(u2 + Ez)sin2 9 X =4
1 (o (hhov) & (hh,av) & (hh oV
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(WT+E 2u 2 : T3 2\ein2 QA2 -
ou U 09 singdod (WP +EX)sin’g oA



Riesenie Laplaceovej rovnice

Vylucenim vyrazu
1

(u2 + E? cos® 9)

dostaneme Laplaceovu rovnicu v elipsoidickych
harmonickych suradniciach

(u2+E2)azv+2uav 0V cos9oV u’+E’cos’9 0V

+ + + =0
ou’ T ou 09° sing a9 (u?+E?)sin? 9 0%a

Metoda separacie premennych s trojnasobnou substituciou
V(u,%1)=fu)g(P)h(1)

Substituciou a postupnym delenim jednotlivych Clenov
funkciami f=f(u), g=g(9), h(?) dostaneme postupne rovnice



h”:O

(5 —2\ey N 1( , cosd ,) 1 u®*+E®cos*9
T((u +E )f +euf )+5(g +mgj+ﬁ(u2+E2)sin2l9

L 2 —o\e, N, 1( . cosd )\ h"u’+E’cos®d
T(( tE )f +ouf )+E(g +sin99j_ h (u?+E?)sin? 9

e T I P9 Bt

u°+E®cos’ 9 | f g sin 9 h

Obidve strany rovnice sa rovnaju konstante m?

(5 —o\ey N L1, cosd )\, u’+E”cos’9
?((u tE )f +ouf )+5(g +sin&*gj_m (u2+E2)Sin29

Dekompozicia pravej strany rovnice

u’+E®cos’9 u’+E’(l-sin®9) u*+E*-E’sin’9 1 E’

U2+E2)sinzg (U2+E2)sin?g  (uP+EZ)sin?g  sin®9 u?+E?



Oddelenie funkcii s rovnakou premennou

1 2 2 " ] 1 " Cos‘g ] m2 E2 2
—\W +E°Jf"+2uf " )J+—| g"+——q' |= — m
f (( ) ) g(g sin99j sin?9 u’+E?

1 2 2 " ’ E2 2 1( " 00319 rj m2
—\\u”+E°Jf"+2uf ")+ m =——|g"+——g' |+
f(( ) ) u® +E?* g T Sing 9 sin® 9

Obidve strany rovnice su funkciami jednej, od seba
nezdvislej premennej, takze musia byt rovné konstante
E2
u®+E?*

—i(g”+ﬁg’j+ m__ n(n+1)
g sin 9 sin® 9

%(( ° Ez)f”+2uf ’)+

m? =n(n+1)




Separaciou premennych sme dostali tri obycajné
diferencialne rovnice so separovanymi premennymi, pricom
druha a tretia rovnica je rovnaka ako na homogénnej sfére

2 2 " ’ E2 2
(u? +E?)f "+ 2uf —(n(n+1)— m )f =0

u’+E?

—i(g”+ﬁg’j+ m_ n(n+1)
g sin g sin’ 9

h"(1) + m2h(2) =0

Zavedenie substitucia s imaginarnym clenom do prvej

rovnice U
V=l—

a vyjadrenie vyrazov
E
u =V— u2 :_V2E2
|

Substitucia druhej rovnice
t =cos9



Po Upravach dostaneme vysledné diferencialne rovnice
elipsoidickych harmonickych suradnic

Y ri 1 £
(v2 1)t —2v +(n(n+1)—1 — mzjf =0

m2
(1—t2)g”—2t g’+(n(n +1)—1 % jg =0
h"(A)+m2h(1) =0

Riesenim prvej rovnice su Legendreove funkcie
s komplexnym parametrom

. U
1:i (U) — an (I Ej

. u
f (u)= Qnm(l Ej

kde @, je Legendreova funkcia druhého druhu



Riesenim druhej diferencialnej rovnice je Legendreova
funkcia s parametrom cos$

() =Py, (cos9)

RieSenim tretej rovnice je vnutorna aj vonkajsia funkcia
h (1) =cosmA

h,(4) =sinmA

Dosadenim funkcii do Laplaceovej rovnice dostaneme jej
riesenie vo forme linearnych kombinacii

5. (e)
V,(u,3,2) Z (cos&)cosmA +b,,,P,, (cosd)sinmA)

e IB nm nm nm-" nm
E

u
n Qnm(l_j
V,(u,9,1) = Zz E (a,,P,,(cos$)cosmi +b, P, (cos9)sinma)
n=0 m=0 Qnm(l _j
E




a.~ a b, sukoeficienty

U je vedlajsia polos hladinového elipsoidu prechadzajuceho
danym bodom

b je vedlajsia polos referencného elipsoidu

E je linedrna excentricita E=a’-b”

I polomer hladinovej gule F

R polomer referencnej gule

Ak je linearna excentricita rovna nule,
ohniska splyvaju so stredom a elipsoid

je nahradeny gulou
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Legendreova funkcia druhého druhu

Legendreove funkcie su jednym z rieSeni diferencialnych
rovnic

_ [ 2 \M/2 den(t)
Q. (1) =(1-12) e
Zonalna funkcia
(t)——P(t)l i:— i NOLMG

Q, (1) = In 1—+: = arctanht

1+t
t :—In——lzt.arctanht—l
Q)=

Q,(t) = E'EZ—1 Inﬂ—gtz §t2—1 arctanht—gt
4 4 1-t 2 2 2 2



Vypocet tiazového potencialu
na elipsoide U

Pretoze je gravitacny potencial rotacne symetricky
zjednodusujeme rovnicu na tvar
u

oan I —

Vg =Y E
n=0 Qn IE

Odstredivy potencial

AP, (sin B)

dbzéa)zrzcoszﬂ
r2=x%+y? =(u? + E?)cos? Bcos® A +(u? + E?)cos? Bsin® A
r2 =(u? + E?)cos? B(cos? A +sin? A)=(u? + E?)cos? 3

@ :%a)z(u2 +E?)cos? B



0 Qn I_
U=>— E AnPn(Sin,B)+%a)2(u2+E2)COSZ,B
n=0 |—
Q. £
Upravy vzorcov na povrchu referenéného elipsoidu
u=>h U=U, a’=b*+E°

U,=> AP (sin ,6’)+%a)2(b2 +E?)cos? B

>
I M8
o

cos® = %(1— P,(sin 5))

3., 1
Pt)="t?—=
(=213

i 3 ., 1 3 5 1 ) 1 5
P,(sin ) =—sIn“ f——=—\1—-C0S ——=———C0S“" f——=1-——cC0S
,(5in ) =—sin’ - 2( B) = A3 B



S AP, (sin ﬂ)+%%a)2a2(1— P,(sin §))=U,

iAn (Slnﬂ)+ w’a —%a)a P,(sin 8)-U, =

Vyjadrime si prvé tri cleny harmonického radu a ostatné
cleny presunieme na pravu stranu rovnice

A,P,(sin )+ AP,(sin )+ A,P,(sin 8 +ZAnP (sin B)=
= A, + AP,(sin 8)+ A,P,(sin )+ ZAHP(sm,B) ——a)a +U +:13a)aP(sm,B)

Stanovime si podmienky, podla ktorych sa obidve strany
rovnice rovnaju

1
A\)=Uo—§w2a2 A=0 Azzéwzaz A=A=..=0



Zavedenie koeficientov do gravitacného potencialu

.U .U
Q1= Q,| 1=
V(u,ﬂ):(uo—ia)zazj E) v Lo £ P, (sin 3)
3 b)) 3 b
Qo IE Qz IE

Nasleduju upravy prvej a tretej zonalnej funkcie

Qo(i %) = —jarctan £

u

. 2
j:i 1+3u_2 arctang—?:i
E 2 E u E
= —jarctan —
b

. 2
=L 1+ 3b—2 arctanE—Sé
2 E b E



Nahradenie zonalnych funkcii zauzivanymi substitucnymi

Clenmi

1

2
1+3u—
2 =

q:_

1
Jo ==

2
[[1+ 3b—2
2 E

arctan E - 3E
u E

|

arctanE —3B
b E

Ich dosadenim do rovnice gravitacného potencialu elipsoidu
dostaneme rovnicu

1 arctanE 1
U(u,ﬂ)z(UO——a)zazj ]LEl? +—a)2a2iP2(Sin,B)
arctan; 9o

V rovnici potrebujeme definovat tiazovy potencial nulovej
hladinovej plochy nasledujucimi zjednoduseniami



Aproximacie pre velké vzdialenosti
GM

1 1 O(]/r ) arctanE=$+O(]/r3) Uoyu = +0(Y/r®)
u u

Zjednodusenie prvého clena rovnice

EM retan = U, P
E b 3

U, _ M arctan = + L 22
E b 3



Dosadenie do gravitacného potencialu

E
arctan—
V(u,p)= (—MarctanE+1a) 2’ —Lla J IUE i o2 dp (sin g)
E b3 arctan—  ° %o
b
E 2.2 0 -
V (u ﬂ)_—arctan—+ w’a®? =P, (sin B)
u 3 do

Dosadenie do tiazového potencialu

GM E q 1
U(u, B)=——arctan— + —w’a*—P,(sin 8)+=w’|u* + E* Jcos®
() =~grarctan -+ zo'a’ (L (sin p)+ S0 (u" + E)oos’ g

P, (sin ) :gsin2 ,B—%

U (u ﬁ)_—arctanEJr wzazi(sinzﬂ—1j+£a)2(u2+E2)cosz,b’
u 2 d, 3) 2



