Topologia



Definicia topoldgie

Je to matematicka disciplina, ktorej ulohou je objasnovanie a
vyskum idey spojitosti. Idea spojitosti je pévodne vysledkom
intuitivneho poznania zakladnej vlastnosti priestoru a Casu,
takze ma fundamentalny vyznam pre poznanie (wiki)

Termin pochadza z gréckeho slova topos - miesto a logos —
studium

Studuje priestorové vztahy objektov, ktoré mozu byt
definované nezavisle od suradnicovych systémov

Pre topoldgiu je charakteristické to, ze nepracuje so

suradnicami objektov. MozZno ju prirovnat ku geometrii
ocistenej od pojmov velkost, tvar a smer
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Eulerov problém

Leonhard Euler v r. 1736 riesil problém, ako
prejst po vsetkych mostoch Kralovca (dnes
Kaliningrad) prave raz a vratit sa domov. Ako
prvy pouzil na znazornenie tejto ulohy graf.
Rozdelil brehy rieky na Styri €asti (uzly)
oznacené ako A, B, C, D, ktoré su pospajané
siedmymi mostami (hranami) oznacenymi 1
az7




Teoria grafov

Topoldgiu priestoru mézeme opisat pomocou grafov

Tedria grafov je systém na vyjadrenie vztahov medzi dvojicami
objektov, ktory sa sklada z a hran

* Hrana vzdy spaja dva vrcholy (uzly)

« Graf G =(V, E)svvrcholmiaehranamiv xe
* Mnozina vrcholov V= {12,..7}

+ Mnozinahran  E={{12},{24},{23}.{34}.{37}.{57} }



Orientované grafy

V grafe su orientované alebo neorientované hrany

V orientovanej hrane sa rozlisuje pociatocny a koncovy bod
Smer hrany sa oznacuje pomocou Sipky

Dva uzly neorientovaného grafu su susedné

MnoZina uzlov orientovan¢ho grafu

V=1{12345} (10
MnoZina hran orientovan¢ho grafu

E={{12},{13},{23}.{25}.{34}.{35}, {41},
{42},{51},{54} } e' ‘!




Reprezentacia grafov

* Graf sa da reprezentovat (zapisat) mnohymi sposobmi

* Neda sa povedat, ktory je lepsi, pretoze kazda reprezentdcia sa
hodi k inému typu uloh
* NajcCastejSie reprezentacie grafov su:
Matica incidencie
V orientovanom grafe reprezentuju riadky matice incidencie uzly grafu
a stlpce jednotlivé hrany. Suradnica dana riadkom m a stlpcom n je 1, ak
je uzol m zdrojovym uzlom hrany n, -1 v pripade, Ze je uzol cielovym
uzlom hrany n a O v pripade, ze uzol m s hranou neinciduje
Matica susednosti

V orientovanom grafe ma matica v m-tom riadku a n-tom stipci 1, ked'z
uzla m vedie hrana do uzla n. V opacnom pripade je to O.
Neorientované grafy maju maticu susednosti symetricku.

Spojova reprezentacia
Najpouzivanejsia reprezentacia grafov. Obsahuje ukazovatele na vsetky
uzly



Matica incidencie

(Incident matrix)

Incidentna hrana - ak existuje hrana grafu, ktora spaja tieto uzly
nazyva sa incidentna hrana (e, je incidencné s v,)

Matica incidencie v orientovanom grafe
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Matica susednosti

(Adjacency matrix)

Matica susednosti v orientovanych grafoch

1 2 3 4
10111
A=|2 0 0 0 O
30001

4 0 1 00

Matica susednosti v neorientovanych grafoch

1 e, 2 Vl V2 VS V4 V5
vy 0 1 0 0 0
v, 1 0 1 1 1
A =
v, 0 1 0 1 0
v 0 1 1 0 1
v, 0 1 0 1 0

Ak su niektoré hrany grafu nasobné, to znamena ze existuje niekolko hran medzi
tymi istymi uzlami, v matici sa namiesto Cislice 1 uvedie pocet nasobnosti hran



Spojova reprezentacia

Ak ma orientovany graf m uzlov, potom spojova reprezentacia
obsahuje m spojovych zoznamov. Kazdy z tychto zoznamov obsahuje
ukazatele na vsetky uzly, do ktorych vedie hrana z uzlu

1—5>2,3,4
2 — null
354

4 —2

V neorientovanom grafe obsahuje spojova reprezentacia zoznam
vsetkych susediacich vrcholov

1—>2

2—>1,3,4,5

32,4

4-2,3,5

5—5>2,4




Vlastnosti grafov

Rovnobezné hrany maju v orientovanom grafe totozny
zacCiatocny aj koncovy bod. Pocet vzajomne rovnobeznych hran
oznacujeme nasobnost hrany

V neorientovanom grafe rovnobezné hrany neexistuju, su tu len
hrany, ktoré spajaju rovnakeé uzly

Hrana, ktora ma zaciatok i koniec v tom istom uzle, sa nazyva
slucka

Neorientovany graf nazyvame strom (tree), ked neobsahuje
cykly a je suvisly



Strom

Strom je zakoreneny, ked' ma najvyssi vrchol (koren-root)

Kazdy vrchol, ktory je blizSie ku korenu je rodic¢, ktory moze mat
lubovolny pocet deti, ktoré s nim susedia

Strom vpravo je les (forest)
Orientovany acyklicky graf sa nazyva dag (directed acyclic graf)




Stupen vrcholu

* Pocet hran incidentnych s vrcholom urcuje stupen vrcholu (uzla)

* Ak spocitame stupne vsetkych vrcholov grafu dostaneme
dvojnasobok poctu hran (kazda hrana ma dva konce)

e Ak v grafe existuju vrcholy neparneho stupna, tak pocet hran
musi byt parny

e Stupen vrcholu v neorientovanom grafe je rovny poctu hran s
nim incidentnych, s vynimkou faktu, ze slucka na vrchole

prispieva dvakrat k stupnu vrcholu
b

e Stupen vrcholu v sa oznacuje deg(v) .

deg(a)=1, deg(b)=4, deg(c)=2, deg(d)=3, deg(e)=2




Uplny graf

e Graf, v ktorom existuje cesta medzi kazdou dvojicou
rozdielnych vrcholov nazyvame suvisly (Uplny) graf

* Pri orientovanom grafe mozeme rozliSovat vstupny i vystupny
stupen vrcholu.

* Vstupny stupen vrcholu v orientovanom grafe urcuje pocet
hran, ktoré su vdanom uzle ako koncové a vystupny stupen
urcuje pocet hran, ktoré maju v danom uzle zacCiatok
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Uzavrety graf

Uzavrety suvisly graf je mozné nakreslit jednym tahom

Uzol, ktory nie je spojeny s inym uzlom nazyvame izolovany
a ma stupen 0

Ktory graf je suvisly?




Hamiltonovsky tah koriom

(i-14-2) (-24-1)  (-24+1)  (i-1j+2)

i-2 - o
i-1 (] ®
i |
i+1 O O
i+2 O -

2 1§ 2 (i+1,-2) (i+24-1)  (i+24+1)  (i+1,j+2)

A B

(A) Pripustné tahy konom na sachovnici
(B) Odpovedajuci graf (vychodzi vrchol je oznaceny stvorcom)



Tah korlom na $achovnici 3x4

3 6 9 12
8 11 4 1
5 2 7 10

tabul'ka postupnosti tahov



Sietové analyzy

Ked sa v incidencnej matici priradia k jednotlivym hranam
hodnoty s konkrétnym vyznamom napr. vzdialenost, cas,
spotreba a pod., hovorime o ohodnotenom grafe

Okrem hran grafu su ohodnotené aj uzly grafu

Takto uloZzené Udaje sa vyuZivaju hlavne pri sietovych
analyzach

Metody sietovej analyzy (Network Analysis) je skupina
Specialnych analytickych metdd, ktoré sa pouzivaju v
pripadoch, kedy je potrebné analyzovat alebo optimalizovat
nejaku siet vzajomne prepojenych a suvisiaceho prvkov, ktoré
maju medzi sebou nejaku suvislost, napr. metdda kritickej
cesty



Urcovanie topologie priestoru

Pri dvojici objektov typu bod — bod existuju dve zakladné polohy:
body su totozné alebo nie

Pri dvojici objektov typu bod-linia existuju tri zakladné polohy:
bod lezi mimo linie, bod lezi na linii a bod sa zhoduje s koncovym
bodom linie

Pri vztahoch objektov typu bod—plocha nastanu tri situacie: bod
lezi vo vnutri plochy, bod lezi na hrane plochy (pripadne je
totozny s uzlovym bodom plochy) alebo bod lezi mimo plochy



Topologické pravidla v geodatabaze
ArcGlIS

* Body v jednej triede prvkov musia byt vo vnutri polygdnu, napr.
hlavné mestd musia lezat vnutri jednotlivych Statov

* Body v jednej triede prvkov musia lezat na hraniciach
polygdnov z druhej triedy prvkov, napr. u pripojok inzinierskych
sieti sa moze pozadovat, aby lezali na hranici parciel

Ve Va4



* Body v jednej triede prvkov musia byt pokryté koncovymi
bodmi linii inej triedy prvkov, napr. body, ktoré reprezentuju
krizovatky, by mali byt koncové body stredovych linii ulic
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* Body v jednej triede prvkov musia lezat na linidch inej triedy
prvkov, napr. monitorovacie stanice Cistoty vod musia leZat na

linidch tokov

_9 6o




 Koniec kazdej linie jednej triedy prvkov sa musi dotykat bud' inej
linie, alebo samej seba. Pouzitie pravidla je vhodné, ak chceme,
aby vsetky linie boli vzajomne prepojené. Pravidlo sa pouziva pri

tvorbe cestnej siete s vynimkou slepych ciest
O—
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* Linie sa nemozu prekryvat so Ziadnou zo svojich ¢asti. Linie sa
mozu krizit, dotykat koncovym bodom, alebo prekryvat samé
seba, napr. linie Usekov dialhic sa mozu pretinat, dotykat, ale nie
vzajomne prekryvat

/



e Linie sa mozu dotykat iba svojimi koncami, nemozu sa ani
pretinat, ani prekryvat. Pravidlo pouzijeme napr. pri budovani
hranic parciel, kde hranice sa nedotykaju, ani neprekryvaju, su
spojené len svojimi koncovymi bodmi

)( /

* Linie v jednej triede prvkov nemozu prekryvat Ziadnu cast linie z
druhej triedy. Pravidlo je vhodné pozit napr. pri cestach a
riekach, kde sa mozu pretinat, priblizovat, ale nie prekryvat.

a



Topologickée operatory

Definuju vzajomné polohy objektov:

1.Nemaju spolocny prvok — disjoint
2.Krizia sa — crosses

3. Dotykaju sa — touches

Dotykaju sa - Touches
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4. Prekryvaju sa — overlap

5.Zhoduju sa — equals
6. Obsahuju — contains

Prekryvaju sa - Overlap

Obsahuje - Contains

Zhoduju sa - Equals
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Topologické struktury

Pri pocitatovom spracovani je nutné vytvorit zaznamy, ktoré
umoznuju uchovanie a spracovanie vzajomnych topologickych
vztahov

Na uloZenie topologickych vztahov v prostredi GIS sa vyuZivaju
tabulky databaz

Samostatne sa ukladaju informacie o stenach (plochach),
hranach a uzloch (nie o liniach a bodoch)

Topologické tabulky su rozsiahle a z tohto dovodu su uzivatelom
ukryté



Druhy topologii

Topoldgia bodov
— ma jednoduchu strukturu
— pretoze su body vzajomne nezavislé, nezalezi na ich poradi
— typickym znakom je tabulkovy zaznam identifikatorov bodov ich
suradnicami
Topoldgia linii
— ma pevnu strukturu, ktora obsahuje informacie o pociatocnom a
koncovom bode
— moze obsahovat identifikator hrany, smer hrany a informaciu o lavej
a pravej ploche v smere orientacie hrany
Topoldgia ploch
— tabulky obsahuju informacie o identifikatore plochy a zoznam vsetkych
hran, ktoré definuju plochu
— poradie hran je uvadzané v smere hodinovych ruciciek

— pretoze plochy musia byt uzavreté, prvy vrchol pociato¢nej hrany je
totozny s koncovym vrcholom poslednej hrany



Urovne topologickych modelov

Vymenny Standard DIGEST (Digital Information Geographic
Exchange Standard), ktory navrhla skupina DGIWG (Digital
Geographic Information Working Group) definuje Styri Urovne
topoldgie, ktoré sa odlisuju zlozitostou a opisom topologickych
vztahov:

1. Spaghetti — uroven 0

2. Chain node —uroven 1
3. Planar Graph — uroven 2
4. Full Topology — uroven 3



Spagetovy model

Zakladna udajova uroven Spaghetti spociva len v ulozeni
izolovanych bodov a hran, pricom sa neuchovava ziadna
topologicka informacia

Jednotlivé linie sa m6zu vzajomne krizit, nemusia sa dotykat

v uzloch, mozu byt zdvojené, pripadne nemusia vytvarat retazce
linii

Spagetova Udajova Struktura je najjednoduchgou vektorovou
Strukturou

Je odvodena zo sp6sobu digitalizacie analégovych map, ktora
spociva v prevode analdgovej mapy postupnym sekvencnym
zaznamenavanim bodovych a liniovych objektov

Kazdy priestorovy objekt je v tejto Strukture priestorovo
definovany, ale neuchovava si Ziadne priestorové vztahy.



Bodovy objekt je definovany suradnicami

Liniovy objekt je definovany retazcom suradnic po sebe
nasledujucich jednotlivych bodov liniového objektu

PloSné objekty su vytvarané uzavretym retazcom suradnic
lomovych bodov

Spolocna hranica dvoch plosnych objektov je v tejto strukture
ulozena dvakrat.

Je to jednoducha udajova struktura, v ktorej nie su zaznamenané
relacné priestorové vztahy

V pripade potreby je nutné priestorové vztahy odvodit vypoctom

V sucasnosti sa vyuziva na pocitacovu reprodukciu map,
pripadne na uchovavanie priestorovych udajov, s ktorymi
nebudu vykonavané priestorové operacie



Zaznam Spaghetti modelu

Typ ID | Zoznamhran | Zoznam vrcholov
polyline a b, c,d,j h, 1,2,3,7,16,1,5,15,
polyline k, f 5,10 .6, 4
line e 2,4
line n 7.8
polygon E i1} .11,12,13 14,9




Chain node model

Pre popis Chain node topoldgie pouziva DIGEST hrany a uzly
Ukladaju sa len vztahy medzi uzlami a hranami
Hrany sa mozZu pretinat

Okrem tabulky hran tato struktura obsahuje tabulku liniovych
objektov a tabulku bodov

1

Hrana | PoCiatok | Koniec
a, b 1 3
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Topologicka struktura
Planar graph

Zakladom PLA Struktury su body (uzly), linie, ktoré vytvaraju
nepretinajucu sa spojitu krivku ukoncenu pociatocnym a
koncovym bodom a plochy, ktoré su definované vzajomne
suvisiacimi liniami, ktoré vytvaraju ich uzavreté hranice

PLA $trukttra musi spifiat nasledujuce pravidla:

dva rozne uzly nemo6zu mat rovnaké suradnice

uzly mozu pretinat hrany len v ich pociatoc¢nych alebo
koncovych bodoch

hrany nesmu pretinat alebo prekryvat iné hrany

kazdd plocha moze byt ohranic¢end fubovolnym poctom hran
s lubovolnym poctom uzlov

dve plochy sa nesmu prekryvat a dotykaju sa, ak maju aspon
jednu spolo¢nu hranu



Vlastnosti Planar modelu

Plochy vznikaju z linii, ktoré vytvaraju nepretinajucu sa slucku,
¢o znamen3, Ze pociatocny bod prvej linie musi byt koncovym
bodom poslednej linie.

Plocha mozZe vzniknut aj z jednej uzavretej linie

PLA Struktdra musi mat definovanu jednu ,nekonecnu”
vonkajsiu plochu, ktora je uplne ohranicena liniami

Hrana | Pofiatok | Koniec
1 2
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